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1.3 Gitterschwingungen

Wir betrachten nun ein Gitter aus Kernen und Elektronen. Die Hamilton-
Funktion besteht aus den folgenden Anteilen:

1.

2.

4.

5.

Kinetische Energie der Kerne.

Wechselwirkung zwischen den Kernen, deren Positionen durch {Ez}
gegeben sind.

Wechselwirkung zwischen Kernen und Elektronen.
Wechselwirkung zwischen Elektronen.

Kinetische Energie der Elektronen.

Angenommen, dass die Elektronen stets im Grundzustand sind. Dann

héngen die Terme 2. bis 5. nur von den Positionen der Kerne {ﬁz} ab. (Fir

einen typischen Isolator benttigt man einige eV, um ein Elektron aus dem
Grundzustand anzuregen; dagegen ist die typische Schwingungsenergie < 50
meV.) Damit kénnen wir annehmen, dass die Energie des Systems nur von

{ﬁz} abhéingt.
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1.3.1 Isolatoren

Wir schreiben also fiir die Hamilton-Funktion:

H = Tiem+U ({Ei})

wobei U ({ﬁz}) die Wechselwirkung von den Termen 2. bis 5. umfasst.

Wir starten zunéchst mit einer klassischen Rechnung. Danach betrachten
wir das Problem mit der Quantisierung.

Ly

Einheitszelle

Abbildung 1.7: Einheitszelle und die Atome

Die Vektoren des Bravais-Gitters seien mit d, bezeichnet. Die Atome
innerhalb der Einheitszelle haben den Index j. Sei i}, die Verschiebung des
j-ten Atomes in der n-ten Zelle bzgl. des mittleren Wertes des Atoms und

Dann ist

= U0+Za a ]n—i— Z Ajn] n,ujnu],n

]na jnaj'n'g
=0
+ > us ), + O4).

J
jnog'n’ B ny

Typischerweise schmilzt ein Kristall, wenn die Verschiebung uf, von
der Ordnung von einigen Prozent der interatomaren Abstdnde wird. Damit
konnen wir die Terme dritter und hoherer Ordnung weglassen und verblei-
ben bei der harmonischen Ndherung. Aus der Vertauschbarkeit der zweiten
Ableitung von U ist es klar:

Aaﬁ - Aﬁa

Jng'n’ J'n/jn’

Wegen der Periodizitédt des Gitters ist

AST = AS (@ — a@)) = ADZ (@), — d@,).
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Damit ergibt sich die Bewegungsgleichung:

MjuG, = Kraft auf das i-te Atom
B ou
oug,,
— B (= = B
= - Z A?]/ (an - ;L) uj/n/.
im'g

Wir kénnen den folgenden Ansatz verwenden:

Uu

o —iwt+iE&n «
gn = € Vit

wobei wir periodische Randbedingungen annehmen. Damit folgt

2 — =) 7‘];' _'n—_”/n /,@
MV = = Ajaﬁ (@, — d,) e~ tkl@n—d )Vj
J'n'p

= 2o ()
i'B

wobei
B (1) ._ af (= ikdn
Go (k) = > AT () e
G]a]ﬁ, (E) heifit dynamische Matriz des Kristalls.

Die V/* sind die Eigenvektoren der dynamischen Matrix.
Es gilt:

G5 (R ) = S a2 @) B0 = 62 (F)

an

wobei I;l reziproke Gittervektoren und 51&’n = dy, sind.
Daraus folgt:
w? E-l—l_;l = W?
ve(B+b) = ve(k)

Also: Wir brauchen uns lediglich auf die erste Brillouin-Zone zu be-
schrénken.

Als Beispiel betrachten wir nun eine lineare Kette, d.h.

1. néichste Nachbarn-Wechselwirkung: 27 (u, — Up—1)?

2. eindimensionale Bewegung

3. einheitliche Masse

4. einheitliche Federkonstante 7.
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Die Hamiltonfunktion kann man wie folgt darstellen:

1

_ 2
H = 2 2M + Up+ = Z 77 un—l)
1
= 5 2M —|— Up+ = Z i (un — 2UpUp—1 + uu,12>

n /
— E — +Up+ = E Ann/unun
2 - 2M 2 o

mit Definitionen:

G(k) = A(0) +e *A(a) + e A(—a)
— 2,'7 —n (e—ika + eika)

—2n/a -mla n/a 2n/a

(k) ~ k

Abbildung 1.8: Dispersionskurve fiir Phononen (Schwingung) fiir 1-D-Kette

Somit lautet die Bewegungsgleichung;:

k
w?(k) = 2n(1 — coska) = 477817127@

Wenn der eindimensionale Kristall N Atome besitzt (man kann es als N

Elementarzellen mit einem Atom verstehen), dann gibt es N Moden (N

k-Vektoren) in der ersten Brillouin-Zone, d.h. eine Mode pro Freiheitsgrad.
In drei Dimensionen haben wir 3 Freiheitsgrade pro Atom.

— Insgesamt gibt es 3 N Moden in der ersten Brillouin-Zone, fiir den Fall

mit “einem Atom pro Einheitszelle”.

— Es gibt also 3 Moden zu jedem k-Vektor.

Wenn es 2 Atome mit je 3 Freiheitsgraden in der Einheitszelle gibt, dann

gibt es 6 Freiheitsgrade pro Einheitszelle. Weiter enthélt der Kristall N

Einheitszellen.

— N k-Vektoren in der ersten Brillouin-Zone sowie 6 Moden pro k-Vektor.
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(k)
Zweige des

Phononen-
spektrums

(Akustische
Welle)

k

Abbildung 1.9: Dispersionskurve fiir die akustischen Zweige der Phononen

Optische Moden
(d-h. =0,

(k)
s
/ falls k —> 0)

<

Abbildung 1.10: Dispersionskurve fiir die optischen Zweige der Phononen

1.3.2 Quantisierung

Zunéchst machen wir hier eine Wiederholung iiber die zweite Quantisierung:
e Vielteilchensystem

e Vollstandiges ONS (Orthonormales System) von Wellenfunktionen (Ein-
teilchenwellenfunktion): {4 (7)}

e Vielteilchenwellenfunktion );:

vit= > () 6a (71) 65 (1) & (73) -+

Permutation

+ Bosonen
— Fermionen

N Ordnung der Permutation
Bosonen:
1. |0) ist definiert als Vakuum — der Zustand ohne Teilchen

2. Der Zustand |No, Ng, Ny ---) habe N, Teilchen im Zustand ¢,, Ng
Teilchen im Zustand ¢g, -

3. Definition der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

ay |Noy Ng, Ny --) := /Ny [Ny, Ng, Ny —1---)
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[ Na, N, N, /Ny +1|No, Ng, Ny +1--)

N N,
I[Ny, Ng, Ny ---) = (aJr)Na(/J@r) <a+) 10)

VN VNG NG

4. N, —aﬂyaaY

ist der Besetzungszahloperator.
Weiter kann man auch zeigen:

L. [ay,ay] =0
2. {ai,aj} =0

+ |
3. {ay, a/,y/i| = (Szy,\//
Fermionen:

1. Die Definition von Vakuum und anderen Zusténden ist gleich wie bei
Bosonen.

2. Erzeugungs- und Vernichtungsoperator: b™, b
b|0) =0,b]1) = |0)
b*|0) = [1),b7[1) =0

3. Die Operatoren sind antikommutativ:
{by by} = {6265} =0
{by, b2} = 64
Wir betrachten nun wieder unser Problem

p
H— Z nj _|_ Z Ajmn/u]nu]/n/—i—
n]om]’ﬁ

Zunichst beschiiftigen wir uns mit der linearen Kette:
H = Z + = Z Apprupul,
nn’ﬁ

Betrachte p, und u, als Operatoren, die den folgenden kommunitativen
Regeln geniigen:

[pnapn/] = [unaun/] =0
[unapn/] = Zh(snn’

mit Fouriertransformation:

Uy = Z zkan
Z —zkan

€l.B

Pn =

ﬂ\ ﬂ\
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und inverse Transformation:

up = — E e~ thany,
g VN & "
1 ika
= — E e
Pk \/N : Pn

Driicken wir nun ‘H durch u; und pj aus:

H = Z2M+ ZAnn/un

nn'3

- e —i(k+k’' )a"pk:pk'
93 QM%;,

= — Ppi+ts3 Z G(—k)ugu_p
2M . 24
Bemerkung iiber die Herleitung oben:

1 . /
N § e—Z(k+k )Cln — 5]{,7]{'
n

1 N [
- , i(kan+k'al,)
+ 5N Z lAnn Ze

nn' kk’

Ay = Alan — ay)

eikan—l—ik/a " — gl ik(an—a /) ia,s (k'+k)

Z A - an ik(anfan/) _ G(—k)
mit
G(k) = G(—k) = Mw?(k)
Daraus folgt:

H:Zpkp k—i—Z Mw E)ugu_p
k

[ukauk’] - 07 [pkvpk’] =0
[Uk, prr] = ROk

ug =u_y

pr =Dk

Definiere nun

a: = U wkn = ﬁpk) (Erzeugungsoperator)
[ M i
ay = SToon wknk—i— ik k.) (Vernichtungsoperator)
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—

[ak, ap’] = {ak ,ak,} =0

n Boson-Kommutationsregeln (Phononen)
[ak, ak,} = 6kk’

Damit konnen wir H als

(ak ai + ) hwy,

*
>

(Nk + ) hwy,

schreiben.

Verallgemeinern wir das Problem im dreidimensionalen Raum:
1 e
= ikdy ~
Uiy = —— E eI Ui u
in \/— inUks,

k€l.BZ,s

wobei j der Zweigindex ist und v}, die Richtung beschreibt. Analog zu der
linearen Kette bekommen wir

| h
— +
Uks = YWE e (aks + a_ks) .

M¢€ ist die Masse der Einheitszelle. Und die Kommutationsregeln sind:

— ot
[aks,ak/ /] = [aks’a’k’ /} =0

[aksa Qpr g /} 5kzk’5ss

Damit konnen wir H durch:

1
H= Z <a;saks + 5) hwps

ks

ausdriicken. Dies ist die Hamiltonfunktion fiir nicht wechselwirkende Boso-
nen in der Harmonischen Approximation. Phononen sind Quasiteilchen.
Wir betrachten weiter den Term néchsthoherer Ordnung;:

1
o
H = -+ = Z B]T?]’Zn'j n”u]nuf/n’u}”n”
aByjni'n'j’'n!!
1 (R w3t
= ot Y B S pilkan+R a7 a] |
6 imiln! i n!! >
afyjng'n'j"'n L5k & kit gt

(aks + atk‘s) (ak’s’ + atk/sl) (a/]{;”s// + a—k”s”) ’anvf’n’v;'y”n”
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(Sei @, ein Bravais-Gitter-Vektor, dann ist

afy _ Rpoby
Bjnj/n/j//n// - Bjn+m7j/n/+m7j//n//+m )
1 ap
_ — — — ¥y
H = -+ 6 g —An+my An/+m> an/urmBjnj’n’j”n”

Z iR (@ntdm)+K (@ ntam ) +k7 (a7 ntdm)]

(aks +a ks) (ak’ r + atk,s,) (ak//sn + aJ_ranu) ’U]n’l)jﬁ/n/’l);y//n

.

_ +ZeEk +E)

Typische Terme sind von der Form aksak/sla;, (drei Phononenprozesse).

s//
Falls die Impulserhaltung k + k' + k" = 0 gelten wiirde, dann wiirde einer
der Vektoren auferhalb der ersten Brillouin-Zone liegen. Der resultierende
Impuls muss in der ersten BZ liegen, deswegen soll ein Umklapp-Prozess

stattfinden.

.BZ

Abbildung 1.11: Normaler Prozess fiir Phononen in der ersten Brillouin-Zone
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1.BZ

Abbildung 1.12: Umklapp-Prozess fiir Phononen in der ersten Brillouin-Zone
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1.3.3 Spezifische Wirme

Betrachten wir nochmal die Energie in der harmonischen Approximation:

1
Em = Z (nEs + 5) hwEs

ks

‘m> = ‘nE1S1’nE181’ o >
Die Phononen sind Bosonen und somit keine Erhaltungsgrofie. Betrachten
wir ein Kanonisches Ensemble. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Zustand |m)
ist
e BEm 1

DG

Z = Ze_ﬁE".
n

Die mittlere Besetzungszahl bzgl. des Vektors k und des s-ten Zweigs <n125>
ist:

mit

<nES> = ZnES - (Bose-Statistik)
m

PR — 1
Wie ist die Energie als Funktion der Temperatur fiir einen Kristall?

(H)p = < > (N;zﬁ%) h%>

ke1.BZ,s

= > (<Nk>+%> hwp,

kel.BZ,s

in der harmonischen Approximation.

e T—oo [k (hwp) |
1 1 1 1
~ 1—— - I S )2 . _ —
(H)y kz %%( O, + 75 (Bhwr, ) + )+ - | ho,
= Skt o(L)
= 2 B T
k,s
= 3NrkpT

r: Anzahl der Atome in der Elementarzelle, >, = 3r
N: Anzahl der Vektoren in der ersten Brillouin-Zone, > -z, 5 = N
Daraus folgt:
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1
CU = 3NT]€B + O <ﬁ)

e 7' — 0: Wir brauchen nur kleine w’s zu beriicksichtigen. Mit der Ap-
proximation

folgt:

(H)r

Q

wg, = csk (cs : Schallgeschwindigkeit)

1 1
Z (76,8hcsk 1 + 5) hcsk

kel.BZ,s

h
Z / ﬁhccs d®k  (Der konstante Anteil ist weggelassen.)
BZ €

5 —

%4 x3
(QWP(k734/1L 'GEQEEF:Tdex

=const

3

Daraus folgt:

(H)y ~T*, C,~T3
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1.3.4 Debye-Modell

Unser Ziel ist nun, ein Modell zu entwickeln, das den Temperaturverlauf, zu-
mindest fiir ein Kristall mit einatomiger Elementarzelle, einigermaflen kor-
rekt wiedergibt. Es soll zwischen der Tief- und Hochtemperatur interpoliert
werden. Wir machen dazu die folgenden Annahmen:

1. Das System habe nur drei akustische Phononenzweige und keine opti-
schen Zweige (wird durch 4. kompensiert).

2. Fiir alle akustischen Zweige gilt: wgs = ¢ - k (Isotropie der Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit fiir den gesamten Frequenzbereich).

3. Wahle ¢, so dass
i1y [
& 3= c(0,p)

4. Um das Hochtemperaturverhalten richtig zu beriicksichtigen, wird die
Summe iiber k£ nicht {iber die erste Brillouin-Zone, sondern iiber eine
Kugel im k-Raum mit Radius kp (Debye- Vektor) erstreckt, so dass

V 4 4
=T
(2m)33° P

—_————
Anzahl der Punkte im k-Raum innerhalb der Kugel

= Nr

@: Volumen pro Wellenvektor im k Raum

%ﬂk%: Kugelvolumen

Damit: » ; ~ — Summation iiber dieselbe Zahl von Moden wie im
eigentlichen Kristall.

/k‘

Ak

sy
&

Abbildung 1.13: Intervall Ak im k-Raum

Wir betrachten nun die Zustandsdichte im Phononenspektrum: D(E)AE =
Anzahl der Zustandsdichte im Intervall AE Im Debye-Modell ist:

FE = hw = hkc

und

AFE = hcAk
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o(k)

1.BZ

Abbildung 1.14: Dispersionskurve mit dem Debye-Modell

Die Zustandsdichte im Intervall AE :

drei Phononenzweige
=
D(E)AE = V. 3 Ank? Ak
(2m)?

_ Vo E? AE
- (2m)3 "R he

D(E) ~ E*

D(E)

Ebp

Abbildung 1.15: Zustandsdichte mit dem Debye-Modell

Experimentell sieht die Zustandsdichte wie Abbildung 1.16 aus. Wegen
Normierung soll die Fldche zwischen £ = 0 und F = Ep in Abb. 1.15 und
Abb. 1.16 gleich sein. Wir haben

hck
(Hyp = > eBhck _

kel1.BZ,s
hick

VoS~ hek s dQdk
To(2n)3 ;/o efhck _ 1 (/ B / / )
3

Vv 4 3 -4 D X
= @n)? (kT) —~ /0 . 1dx, x:= Phck, xp:

Bezeichnung:
wp = ckp Debye-Frequenz

. thD
kT




Theoretische Festkérperphysik Prof. Heermann 31

D(E) vertikale Tangente

(Van Hove Singularitat) . _

Ya

~E akustische

E

Ep

Abbildung 1.16: Experimentale Zustandsdichte

Op := h]:’—Bf’ Debye-Temperatur

Damit: rp = GTD, 9D = —hz];D
Also: -
T\3 (2 2
(H)p = ONThET <%> /O L

Bei hoherer Temperatur ist k& klein:

/GTD aly GTDx?’d 1(«913)3
x — —dr =< | =
o er—1 0o 3\T
hckp
T

Dagegen ist bei tiefer Temperatur
Konstante. Daraus folgt:

— oo und das Integral ist eine

9
Hochtemperatur : (H) ~ gNrk:BT, Cy ~ Konstante
Tieftemperatur : (H)~T* C,~T3
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1.3.5 Langreichweitige Ordnung (LRO)

Hier handelt es sich um eine Frage: Kénnen die Schwingungen das Kristall-
gitter zerstéren?

Dazu betrachten wir die mittlere quadratische Abweichung der Atome von
ihren Gleichgewichtspositionen: <u§n>
Zunéchst gilt:

. 1/2
_ k n 7. +
jn = =3 e Uin, <2M6w,;s> (ag, +o%,)

s Einheitsvektor
—
2 _ A v
Ujn = _ZZ UJ”UJ" :
k s IZ’ /
1/2
= (= /( +a'y ) (ape +a7,)
_ ar +av-. ) lazs a’ .
2Me Wr Wi ks —ks k's’ _Ergt
mit

. . =a- a- S at + . oa-
(ak/s’ + afk’s"") = Ay + Agsa_ g + af_‘sak/
und weiter ist

(0) = ey

wobei ‘H die Hamiltonfunktion in der harmonischen Ndherung ist.

Tr (u e ﬁH)

Nun sei
m) = [ngy i,

e~ PH Im) = eiﬂ|:(n}25+%)w125+(nk-151+%)wk_151+-._:| my

Wegen der Orthonormalitit gilt: (m)] aiﬁksafﬁ/s/e*ﬁH |m) =0,
bzw. (m| aESak;,S,e*ﬁH |m) = 0.
Damit folgt:

1/2
<u§n> [ ,:ﬂ < Zvj” $)Ujn( l_é s) 2]\26 (@) (QCL%'SGES + 1)>
= — ZUJ" 5)Ujn( E S)MCLWIZS <<ngs> + %) )

o 1 -~ 1 ~ 1 . . . e
Nun <Nk_s> = ep g = Bhen, < Bhek da wir nur die langreichweitige

Ordnung beriicksichtigen (k und w sind in diesem Fall klein).

Damit gilt in D-Dimension:

(t6n) Z/vm $)0in(—F, ) <<Nk>+%) cka

ks
Z/UJ” 5)Vjn( E, s)k2de
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e D=3:[ f—f ~ [ Z—idk, beschriankt, da Integral nur auf der 1. B.Z.
e D=2: | %, singulér bei 0
e D=2: | Z—g, singulér bei 0

Ergebnis:

e Niederdimensionale Systeme (D = 1 oder 2): kurzreichweitige Ord-
nung, aber keine langreichweitige Ordnung.

e Hochdimensionale Systeme (D = 3 oder grofier): langreichweitige Ord-
nung

Betrachten wir noch <u§n> innerhalb des Debye-Modells (D = 3)

(u?) = f 3/kD4wk2Mdk
0

@) "
_ 9h2T? /9 ( T N g) d
N mk93D o \et—1 2

(Wir benutzen wegen der angenommenen Isotropie v(k) = v(—k) = 1 und
setzen x := [hkc.)

Bei hoherer Temperatur:

0p/T 1 1 op/T /1 1 0
T>0p: /0 :c<ex_1+§>dx_/0 x<;+§>dx—T

=

~

9R*T
() = mkp0%

Bei tiefer Temperatur: Wir kénnen e%l vernachléssigen.

9R2T2 1 [ 6\?
(w) = mkp6® 4 (T)

2
— <u2> = 9 h = Konstante
4 kaH

Es ist die Nullpunkt- Bewegunyg.





